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numbers. The research method used is literature study. Proofing the 
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research results get a new theorem that the total numbers of ten 
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Abstrak 

Tujuan penelitian ini adalah membuktikan bahwa penjumlahan sepuluh 
bilangan Fibonacci yang berturutan apabila dibagi 11 hasilnya adalah 
bilangan Fibonacci ketujuh dalam susunan bilangan tersebut. Metode 
penelitian yang digunakan adalah studi literatur. Pembuktian dilakukan 
dengan Prinsip Induksi Matematika. Hasil penelitian mendapatkan 
teorema baru bahwa hasil bagi atas jumlahan sepuluh bilangan 
Fibonacci yang berturutan oleh 11 adalah bilangan Fibonacci yang 
ketujuh dalam susunan bilangan tersebut. 
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PENDAHULUAN 

Bilangan Fibonacci ditemukan oleh 

Leonardo of Pisa, lebih dikenal 

sebagai Leonardo Fibonacci (Scott 

and Marketos, 2014). Publikasinya 

ditulis dalam buku Liber Abaci yang 

terbit tahun 1202.  

Bilangan Fibonacci diperoleh dari 

penjumlahan dua suku sebelumnya 

dengan suku awal 0 dan 1. Hasil bagi 

dua buah bilangan Fibonacci yang 

berturutan akan konvergen pada 

angka 1,618 yang disebut golden ratio 

(Chasnov, 2016). 

Penggunaan golden ratio antara 

lain untuk membuat logo dan gambar 

supaya lebih menarik, memodelkan 

silsilah lebah madu jantan dan betina, 

dan lain sebagainya (Prabowo, 2014). 

van Gend (2014) memberikan contoh 

penggunaan golden ratio dalam 

komposisi musik dan lagu. 

 
Gambar 1.  Komposisi Fibonacci 1, 

1, 2, 3, 5, 8, 5, 3, 2 
(kanan) Sumber 
Gambar: van Gend 
(2014) 

 

Luma and Raufi (2010) 

memperkenalkan relasi antara 

bilangan Fibonacci dan Lucas untuk 

penyandian. Salah satu aplikasi 

terbaru dari bilangan Fibonacci adalah 

untuk analisis teknikal pada 

pergerakan nilai tukar mata uang 

(Andrea, 2017). 

Bilangan Fibonacci berkaitan erat 

dengan relasi perulangan. Relasi 

perulangan dapat dibentuk dari 

polinomial karakteristik dan diperoleh 

penyelesaian umum untuk setiap suku 

ke- n . Dengan memasukkan suku 

awal diperoleh penyelesaian khusus 

dari bentuk bilangan Fibonacci.  

Tujuan dari penelitian artikel ini 

adalah untuk membuktikan 

penjumlahan sepuluh buah bilangan 

Fibonacci secara berturut-turut 

apabila dibagi 11 adalah hasilnya 

adalah bilangan Fibonacci ketujuh 

dalam susunan bilangan tersebut.  

 

METODE 

Metode yang digunakan dalam 

penelitian ini adalah studi literatur. 

Teori dasar yang dijelaskan adalah 

bilangan Fibonacci, relasi perulangan 

linier homogen orde kedua, dan deret 

geometri Selanjutnya, pada bilangan 

Fibonacci dikenakan rumus rekursif 

untuk mendapatkan rumus bilangan 

Fibonacci suku ke- n .  

Rumus rekursif bilangan Fibonacci 

dipakai untuk membuktikan jumlahan 
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sepuluh bilangan Fibonacci berturut-

turut dibagi 11 didapat bilangan 

Fibonacci ketujuh dalam susunan 

bilangan tersebut. Pembuktiannya 

dilakukan dengan Prinsip Induksi 

Matematika (PIM). 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini dibahas mengenai 

definisi bilangan Fibonacci, relasi 

perulangan linier homogen orde dua, 

deret geometri dan teorema yang 

diperoleh dalam penelitian ini. 

 

Definisi 1 (Bilangan Fibonacci) 

Misalkan suku ke- n  dinotasikan 

dengan .na  Bilangan Fibonacci ke- n  

didefinisikan oleh  

2n1nn aaa    , 2n                    (1) 

 dengan 0a 0   dan .1a 1   

Berdasarkan Definisi 1, beberapa 

bilangan Fibonacci adalah: 0, 1, 1, 2, 

3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 

377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 

6765, 10.946, 17.711, 28.657, 46.368, 

75.025, 121.393, 196.418, 317.811, 

514.229, 832.040, 1.346.269, 

2.178.309, 3.524.578, 5.702.887, 

9.227.465, 14.930.352, 24.157.827, 

39.088.169, ….. 

 

 
Gambar 2. Sebuah Halaman dari 

Buku Fibonacci’s Liber 

Abaci yang Memuat 

Bilangan Fibonacci 

(Kotak Paling Kanan). 

Ditulis dengan Angka 

Arab. Sumber Gambar: 

https://www.learnodo-

newtonic.com/fibonacci-

facts (13 Oktober 2019). 

 

Jumlah 10 buah bilangan 

Fibonacci yang berturutan adalah: 

88=34+21+13+8+5+3+2+1+1+0
 

143=55+34+21+13+8+5+3+2+1+1
 

https://www.learnodo-newtonic.com/fibonacci-facts%20(13
https://www.learnodo-newtonic.com/fibonacci-facts%20(13
https://www.learnodo-newtonic.com/fibonacci-facts%20(13
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231=89+55+34+21+13+8+5+3+2+1
 

374=144+89+55+34+21+13+8+5+3+2
 

Dari ilustrasi di atas, diperoleh 

hasil 

 


9

0
111

i
i aaa

 

 


10

1
212

i
i aaa

 
 


11

2
313

i
i aaa

 

 
Secara umum, dapat dinyatakan 

dengan 

..... 2, 1, ,0 ;   
9

8-2  



 jaaa

jk

ji
kki  

Jika diperhatikan, hasil-hasil 
penjumlahan yaitu 88, 143, 231, 374, 
…. merupakan bilangan-bilangan 
yang habis dibagi 11. Dengan 
demikian 

( )

( )

( )

( ) 34=144+89+55+34+21+13+8+5+3+2
11

1

21=89+55+34+21+13+8+5+3+2+1
11

1

13=55+34+21+13+8+5+3+2+1+1
11

1

8=34+21+13+8+5+3+2+1+1+0
11

1

 

Dari ilustrasi di atas, diperoleh 
hasil bahwa jumlahan sepuluh buah 
bilangan Fibonacci yang berturutan 
apabila dibagi dengan 11 hasilnya 
merupakan bilangan Fibonacci 
ketujuh dalam susunan sepuluh buah 
bilangan Fibonacci tersebut. Hal ini 
dapat dinyatakan dengan bentuk 

..... 2, 1, ,0j ;   aa
11

1 9jk

ji
7ji  




           (2) 

Pada bagian selanjutnya, hasil 

pada Persamaan (2) akan dibuktikan 

dengan menggunakan PIM. Namun, 

sebelumnya dibahas dahulu 

mengenai relasi perulangan linier 

homogen orde kedua. 

Teorema 1 (Relasi perulangan linier 

homogen orde kedua) 

Misalkan p  dan q  adalah konstanta. 

Relasi perulangan linier homogen 

orde kedua berbentuk adalah  

2n1nn qapaa      

ekuivalen dengan 

.0qapaa 2n1nn    

Berdasarkan Teorema 1, untuk 

0q  , dapat dibentuk persamaan 

polinomial kuadrat dari relasi 

perulangan qpxxx 2   dengan

x   adalah polinomial karakteristik. 
Persamaan polinomial karakteristik 

memiliki akar-akar 1r  dan 2r  sebagai 

berikut 

     

2

q4pp
r 

2

2,1


  

Penyelesaian umum dari relasi 

perulangan diperoleh konstanta 1C  

dan 2C  sehingga berlaku

 
n
22

n
11n rCrCa  , Rr  

(bilangan real) 
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Berdasarkan Definisi 1, Bilangan 
Fibonacci didefinisikan dengan 

2n1nn aaa   , 2n    dengan 

0a 0   dan 1a 1  . Berdasarkan 

Teorema 1, diperoleh persamaan 
polinomial karakteristik 

qpxxx 2  . Akar-akar 1r  dan 

2r  dari persamaan karakteristik 

qpxxx 2   adalah: 

2

51
r1


   dan  

2

51
r1


  

Berdasarkan Teorema 1 diperoleh 
penyelesaian umum dari Persamaan 
(1) adalah 

n

2

n

1n
2

51
C

2

51
Ca 












 













 


         (3)

 

Untuk 0a 0   dan ,1a 1   dapat 

dicari nilai 1C  dan .C 2   Untuk 0a 0   
diperoleh  

0CC 21        (4) 

Untuk ,1a 1   diperoleh  

1
2

51
C

2

51
C 21 












 













 
      (5) 

Dengan substitusi Persamaan (4) 
ke Persamaan (5), diperoleh 

5

1
C1   dan 

5

1
C 2  . Dengan 

demikian, diperoleh penyelesaian dari 
relasi perulangan Fibonacci pada 
Persamaan (3) dengan 
mensubstitusikan Persamaan (4) dan 
(5): 

nn

n
2

51

5

1

2

51

5

1
a 












 













 


    

(6)

 

 

Teorema 2. 

Jumlah sepuluh buah bilangan 

Fibonacci secara berturut-turut dibagi 

dengan 11 adalah bilangan fibonacci 

ketujuh dalam susunan bilangan 

tersebut. 

Bukti: 

Misalkan s  adalah bilangan bulat 

non negatif dengan sa  suku awal dari 

10 buah bilangan Fibonacci. Akan 

dibuktikan bahwa 

6s6s

ns
9

0n

ns
9

0n

2

51

5

1

2

51

5

1
           

 
2

51

5

1

2

51

5

1

11

1























 













 















 












 
 












 

 

Pembuktian dengan Prinsip 

Induksi Matematika dilakukan dengan 

membuktikan  1P
 

benar, dan dengan 

mengasumsikan bahwa  kP  maka 

akan dibuktikan  1kP   benar. 

Dengan demikian, benar untuk 

seluruh .k  

Langkah Inisiasi: 

Akan dibuktikan apakah  1P  benar? 
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03444185,003444185,29
5

1
            

03444185,003444185,29
5

1







 

Terbukti  1P  benar. 

 

Langkah Pembuktian: 

Jika ks  , akan dibuktikan  1kP   

benar jika  kP  benar. 

61k61k

n1k
9
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n1k
9
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Terbukti bahwa jika dimisalkan  kP
 

benar, maka  1kP 

 

benar. 

 

SIMPULAN

 Dalam penelitian ini dapat 

disimpulkan bahwa penjumlahan 

sepuluh buah bilangan Fibonacci 

secara berturut-turut dibagi 11 adalah 

bilangan Fibonacci ketujuh dalam 

susunan bilangan tersebut. 
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